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Un the´ore`me de Rao pour les familles de courbes gauches
Introduction.
On connaˆıt le the´ore`me de Rao pour les courbes localement Cohen-Macaulay et
e´quidimensionnelles de P3 (espace projectif de dimension 3 sur un corps k alge´brique-
ment clos). Rappelons que le module de Rao d’une courbe C est le R-module gradue´ de
longueur finie (avec R = k[X, Y, Z, T ]) :
MC =
⊕
n∈Z
H1JC(n).
On renvoie a` [MDP1] ou [Mi] pour des pre´cisions sur ce module et sur la liaison des courbes
gauches. On a alors le the´ore`me de Rao originel (cf. [R1], 1979) :
The´ore`me de Rao, premie`re forme. Deux courbes C et C′ sont dans la meˆme
classe de liaison (resp. de biliaison, ou liaison paire) si et seulement si leurs modules de
Rao sont isomorphes ou duaux, a` de´calage pre`s (resp. isomorphes, a` de´calage pre`s).
Rao a e´nonce´ une variante de son the´ore`me (cf. [R2] 1981) que l’on peut formuler
plus aise´ment avec la notion de re´solution de type N (resp. E) (cf. [MDP1] II) : si C est
une courbe, une telle re´solution est une suite exacte de faisceaux sur P3:
0→ P → N → JC → 0 (resp. 0→ E → F → JC → 0)
ou` P et F sont dissocie´s (i.e. sommes d’inversibles) et ou` N et E sont des faisceaux
localement libres ve´rifiant H2∗N = 0 (resp. H
1
∗E = 0). Ces faisceaux sont bien de´termine´s
a` isomorphisme stable pre`s, c’est-a`-dire a` adjonction de sommes directes d’inversibles pre`s.
On a ainsi une application qui a` une courbe C associe la classe d’isomorphisme stable du
faisceau N (resp. E) et Rao a montre´ que cette application est surjective et que ses fibres
sont donne´es par le the´ore`me suivant (cf. aussi [N]) :
The´ore`me de Rao, deuxie`me forme. Soient C,C′ deux courbes et N ,N ′ (resp.
E , E ′) les faisceaux intervenant dans une re´solution de type N (resp. E) de C et C′. Alors
C et C′ sont dans la meˆme classe de biliaison si et seulement si N et N ′ (resp. E et E ′)
sont stablement isomorphes, a` de´calage pre`s.
Il est facile de passer d’une forme a` l’autre des the´ore`mes de Rao. Dans un sens on
utilise l’e´galite´MC = H
1
∗N et dans l’autre le fait que N se retrouve comme faisceau associe´
a` un module de syzygies de la re´solution libre de MC (cf. [MDP1] II). En fait, on voit
aise´ment que le foncteur qui a` un faisceau N (ve´rifiant H2∗N = 0), a` isomorphisme stable
pre`s, associe H1∗N , a` isomorphisme pre`s, est une e´quivalence de cate´gories (cf. [Ho] 9.1).
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Nous allons montrer ici l’analogue du the´ore`me de Rao, deuxie`me forme, pour les
familles (plates) de courbes de P3 (parame´tre´es par un anneau noethe´rien local A).(1)
Pour cela nous ge´ne´ralisons les notions de re´solutions de type N et E d’une famille C, ce
sont des suites exactes comme les suites (1) ci-dessus mais avec comme seule hypothe`se
le fait que N et E sont localement libres sur P3A, nous montrons qu’il existe de telles
re´solutions et que les faisceaux N et E sont bien de´termine´s a` pseudo-isomorphisme
pre`s. Cette notion de pseudo-isomorphisme s’exprime en termes de foncteurs de la cate´gorie
des A-modules dans celle des RA-modules gradue´s :
De´finition 2.1. Soient N et N ′ des faisceaux cohe´rents sur P3A et plats sur A et soit
f un morphisme de N dans N ′. On dit que f est un pseudo-isomorphisme (en abre´ge´ un
psi) s’il induit :
0) un isomorphisme de foncteurs H0(N (n)⊗A .)→ H0(N ′(n)⊗A .) pour tout n≪ 0,
1) un isomorphisme de foncteurs H1∗ (N ⊗A .)→ H
1
∗ (N
′ ⊗A .) et
2) un monomorphisme de foncteurs H2∗ (N ⊗A .)→ H
2
∗ (N
′ ⊗A .).
Deux faisceaux cohe´rents seront dits pseudo-isomorphes s’il existe une chaˆıne de psi qui
les joint.
Cette notion ge´ne´ralise celle d’isomorphisme stable : on montre en effet (cf. 2.4) que
f : N → N ′ est un psi si et seulement si N est stablement isomorphe a` une extension (pas
ne´cessairement scinde´e) de N ′ par un dissocie´. On obtient alors les the´ore`mes suivants,
lorsque le corps re´siduel de A est infini :
The´ore`me 3.1. Soient C et C′ deux familles plates de courbes parame´tre´es par l’anneau
local A. Alors, C et C′ sont dans la meˆme classe de biliaison si et seulement si JC et JC′
sont pseudo-isomorphes, a` de´calage pre`s.
The´ore`me 3.2. Soient C et C′ deux familles plates de courbes parame´tre´es par l’anneau
local A, munies de re´solutions de type N (resp. E), avec des faisceaux N , N ′ (resp. E ,
E ′). Alors, C et C′ sont dans la meˆme classe de biliaison si et seulement si N et N ′ sont
pseudo-isomorphes, a` de´calage pre`s (resp. si E∨ et E ′∨ sont pseudo-isomorphes, a` de´calage
pre`s).
Pour avoir une variante de ces the´ore`mes qui ressemble plus a` celle de Rao on proce`de
de la manie`re suivante : on note d’abord que toute classe de faisceaux cohe´rents pour la
relation de pseudo-isomorphisme contient un faisceau N dit extraverti c’est-a`-dire ve´rifiant
Ext 1RA(H
0
∗N , RA) = 0. (
2) De plus ces faisceaux sont uniques dans leur classe, a` isomor-
phisme stable pre`s. Toute famille de courbes admet une re´solution de type N extravertie
i.e. avec N extraverti (resp. de type E introvertie i.e. avec E∨ extraverti). On a alors :
(1) Dans un travail ulte´rieur [HMDP3] nous donnerons la variante qui ge´ne´ralise le
the´ore`me de Rao premie`re forme et qui ne´cessite l’introduction d’objets nouveaux : les
triades. Dans un autre article [HMDP2] nous construirons des familles de courbes associe´es
aux faisceaux localement libres, c’est-a`-dire l’analogue de la surjectivite´ de l’application
C 7→ N .
(2) Cette condition ge´ne´ralise la condition H2∗ (N ) = 0, cf. 2.7.
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The´ore`me 3.3. Soient C et C′ deux familles plates de courbes parame´tre´es par l’anneau
local A, munies de re´solutions de type N extraverties (resp. de type E introverties), avec
des faisceaux N , N ′ (resp. E , E ′). Alors, C et C′ sont dans la meˆme classe de biliaison si
et seulement si N et N ′ (resp. E et E ′) sont stablement isomorphes a` de´calage pre`s.
Pour une caracte´risation de la liaison impaire, cf. 3.10.
Les re´sultats e´tablis ici dans le cas des courbes de P3 se ge´ne´ralisent sans difficulte´ au
cas des sous-sche´mas de codimension 2 de Pn. On obtient ainsi le the´ore`me suivant (cf.
3.11 pour la de´finition de pseudo-isomorphisme) :
The´ore`me 3.13. Soient C et C′ deux familles plates de sous-sche´mas de Pn (n ≥ 3),
de pure codimension 2, sans composantes immerge´es, parame´tre´es par l’anneau local A,
munies de re´solutions de type N (resp. E), avec des faisceaux N , N ′ (resp. E , E ′). Alors,
C et C′ sont dans la meˆme classe de biliaison si et seulement si N et N ′ sont pseudo-
isomorphes, a` de´calage pre`s (resp. si E∨ et E ′∨ sont pseudo-isomorphes, a` de´calage pre`s).
0. Rappels et notations.
Soit A un anneau noethe´rien. On pose T = SpecA. On note P3A ou P
3
T l’espace
projectif de dimension 3 sur A et RA l’anneau A[X, Y, Z, T ]. Si F est un faisceau cohe´rent
sur P3A on note H
iF le A-module Hi(P3A,F) et on pose H
i
∗F =
⊕
n∈ZH
iF(n).
Une ge´ne´ralisation de la notion de module libre est celle de RA-module dissocie´. Il
s’agit des RA-modules gradue´s de la forme
F =
r⊕
i=1
Mi ⊗A RA(−ni),
ou` les ni sont des entiers et les Mi des A-modules projectifs de type fini. Un RA-module
dissocie´ est projectif sur RA et meˆme libre si A est local.
De meˆme, on introduit la notion de faisceau dissocie´ sur P3A : c’est un faisceau de
la forme
F =
r⊕
i=1
Mi ⊗A OPA(−ni)
ou` les ni sont des entiers et les Mi des A-modules projectifs de type fini. Si le module F
est dissocie´ le faisceau associe´ F˜ l’est aussi ; si le faisceau F est dissocie´ le module H0∗F
l’est aussi.
Deux faisceaux F et F ′ sur P3A sont dits stablement isomorphes s’il existe des
faisceaux dissocie´s L et L′ et un isomorphisme F ⊕ L ≃ F ′ ⊕ L′. Cette relation est une
relation d’e´quivalence.
Sur un corps k, on appelle courbe un sous-sche´ma de P3k de dimension 1, sans com-
posante ponctuelle (immerge´e ou non), c’est-a`-dire localement de Cohen-Macaulay. On
appelle surface un sous-sche´ma e´quidimensionnel de dimension 2, donc un diviseur sur P3k.
Une surface est de´finie par une unique e´quation f ∈ H0(P3k,OP(d)).
3
Soit T un sche´ma. On rappelle qu’une famille de courbes gauches C sur T (on dira
simplement une courbe de P3T ), est un sous-sche´ma ferme´ de P
3
T , plat sur T , et dont les
fibres sont des courbes au sens pre´ce´dent. On note OC le faisceau structural de C et JC le
faisceau d’ide´aux qui de´finit C dans P3T .
Une surface de P3T est un sous-sche´ma ferme´ X de P
3
T , plat sur T tel que, pour tout
t ∈ T , Xt est une surface de P3k(t). Si le sche´ma T est connexe, le degre´ de Xt est un entier
d inde´pendant de t.
SoitM un faisceau cohe´rent surP3T , plat sur T . Rappelons que la dimension projective
de M (note´e dpM) est le plus petit entier n tel qu’il existe une re´solution
0→ Pn → Pn−1 → · · · → P0 →M→ 0
avec les Pi localement libres. On a alors le re´sultat suivant :
Proposition 0.1. Soit A un anneau noethe´rien, T = SpecA et soit M un faisceau
cohe´rent sur P3T , plat sur A. Si t est un point de T on poseM(t) =M⊗A k(t). Soit q un
entier ≥ 0. Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
i) dpM≤ q,
ii) ExtiOP(M,OP) = 0 pour tout i > q,
iii) pour tout point t ∈ T , dpM(t) ≤ q,
iv) pour tout point t ∈ T , profM(t) ≥ 3− q.
De´monstration. L’e´quivalence de i) et ii) est standard, celle de i) et de iii) re´sulte de la
platitude de M, enfin, celle de iii) et iv) de´coule du the´ore`me d’Auslander-Buchsbaum.
Remarques 0.2. Notons deux conse´quences de la proposition 0.1 :
1) Le faisceau M est localement libre (i.e. dpM = 0) si et seulement si on a
ExtiOP(M,OP) = 0 pour tout i > 0.
2) En vertu de iv), la condition dpM ≤ 2 est e´quivalente a` la nullite´ du foncteur
H0(M(n) ⊗A .) pour n ≪ 0. En effet, par dualite´ (cf. [H] 7.4), cette dernie`re condi-
tion est e´quivalente a` Ext 3OP(M, ωP(n) ⊗A .) = Ext
3
OP
(M,OP(n − 4) ⊗A .) = 0 pour
n≫ 0, c’est-a`-dire a` la nullite´ du faisceau Ext3OP(M,OP).
3) Si C est une famille de courbes parame´tre´e par A on a dpOC = 2 et dpJC = 1.
1. Liaison sur une base.
Soit A un anneau noethe´rien, T = SpecA. On suppose T connexe. (3)
De´finition 1.1. Une courbe C de P3T est une intersection comple`te de bidegre´ (d1, d2)
si, pour tout t ∈ T , Ct est une intersection comple`te de bidegre´ (d1, d2) de P3k.
Attention, sur un anneau quelconque la courbe C est seulement localement sur T
intersection de deux surfaces de P3T . Sur un anneau local on a la proposition suivante :
(3) Les re´sultats de ce paragraphe sont valables sur un sche´ma T localement noethe´rien.
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Proposition 1.2. On suppose T = SpecA ou` A est un anneau local noethe´rien. Soit
C une intersection comple`te de bidegre´ (d1, d2) de P3T . On a une suite exacte :
0→ OP3
A
(−d1 − d2)→ OP3
A
(−d1)⊕OP3
A
(−d2)→ JC → 0.
De´finition 1.3. Soit D une intersection comple`te de P3T et soient C1 et C2 deux courbes
de P3T sche´matiquement contenues dans D. Soit pi : OD → OCi la surjection canonique,
qui induit un homomorphisme injectif ϕi : HomOP(OCi ,OD)→ OD.
On dit que les courbes C1 et C2 sont lie´es par D si, pour i = 1, 2 (modulo 2), l’image de
ϕi est l’ide´al JCi+1,D. En particulier on a les isomorphismes :
JC1,D ≃ HomOP(OC2 ,OD) et JC2,D ≃ HomOP(OC1 ,OD).
On dit alors que l’on passe de C1 a` C2 par une liaison e´le´mentaire.
La proposition suivante est due a` Kleppe, cf. [K] 2.4.
Proposition 1.4. Soit C une courbe de P3T contenue dans une intersection comple`te
D. Soit ϕ : HomOP(OC ,OD) → OD l’homomorphisme canonique associe´. Alors l’image
de ϕ est l’ide´al JC′,D d’une courbe C′ et les courbes C et C′ sont lie´es par D.
De plus, la liaison commute aux fibres, i.e., pour tout t ∈ T , les courbes C(t) et C′(t) sont
lie´es par D(t).
De´finition 1.5. Soient C1 et C2 deux courbes de P3T . On dit qu’on passe de C1 a` C2
par une biliaison e´le´mentaire (d, h) s’il existe une surface Q de P3T de degre´ d et un entier
h tels que l’on ait JC1,Q ≃ JC2,Q(h).
La proposition suivante montre comment construire des biliaisons e´le´mentaires :
Proposition 1.6. Soit C une courbe de P3T et soient d, h deux entiers, avec d > 0. Soit
Q une surface (plate sur A) contenant C et soit u : JC/Q(−h) → OQ un homomorphisme
tel que, dans chaque fibre en t ∈ T , u(t) soit injectif et non surjectif. Soit OC′ le conoyau
de u. Alors C′ est une famille (plate) de courbes et u induit un isomorphisme de JC/Q(−h)
sur JC/Q′ , de sorte que C
′ est obtenue a` partir de C par une biliaison e´le´mentaire (d, h).
Si A est local il suffit de ve´rifier la condition ci-dessus au point ferme´.
Si h est ≥ 0 et si A est local on obtient de telles biliaisons e´le´mentaires (dites tri-
viales) en prenant pour u la restriction a` JC/Q de la multiplication par un e´le´ment
H ∈ H0(P3T ,OP(h)), non diviseur de 0 dans la fibre ferme´e de Q, c’est a` dire corres-
pondant a` une surface qui coupe proprement Q dans cette fibre.
De´monstration. Cela re´sulte de [MDP1] III 2.3 et 2.6 et de [EGA] IV, 11.
De´finition 1.7. On dit que C1 et C2 sont lie´es (resp. bilie´es) si, pour tout t ∈ T , il
existe un voisinage ouvert U de t tel que C1 et C2 sont jointes par une suite de liaisons
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(resp. biliaisons) e´le´mentaires. La relation de liaison (resp. de biliaison) est une relation
d’e´quivalence.
Proposition 1.8. Deux courbes C1 et C2 sont bilie´es si et seulement si elles sont jointes,
localement sur T , par une suite forme´e d’un nombre pair de liaisons e´le´mentaires.
De´monstration. On montre, exactement comme dans [MDP1] III 2.3, qu’une biliaison
e´le´mentaire sur la surface Q est e´quivalente a` deux liaisons e´le´mentaires sur les surfaces
Q,S et Q,S′. Il reste a` voir que si, partant d’une courbe C, on effectue une liaison sur
des surfaces Q,S pour obtenir C′ puis une autre sur les surfaces Q′,S′ pour obtenir C′′ on
peut passer de C a` C′′ par des biliaisons e´le´mentaires. Pour cela on choisit une surface T ,
contenant C′, de degre´ assez grand pour que T coupe proprement Q et Q′ et on effectue
successivement les liaisons suivantes :
C
Q,S
−→ C′
Q,T
−→ C0
Q,T
−→ C′
Q′,T
−→ C′0
Q′,T
−→ C′
Q′,S′
−→ C′′
et on passe ainsi de C a` C′′ par trois biliaisons e´le´mentaires sur les surfaces Q, T , Q′.
2. Pseudo-isomorphismes et re´solutions de type E et N.
a) De´finition des pseudo-isomorphismes.
De´finition 2.1. Soient N et N ′ des faisceaux cohe´rents sur P3A et plats sur A et soit
f un morphisme de N dans N ′. On dit que f est un pseudo-isomorphisme (en abre´ge´
un psi) s’il induit :
0) un isomorphisme de foncteurs H0(N (n)⊗A .)→ H0(N ′(n)⊗A .) pour tout n≪ 0,
1) un isomorphisme de foncteurs H1∗ (N ⊗A .)→ H
1
∗ (N
′ ⊗A .) et
2) un monomorphisme de foncteurs H2∗ (N ⊗A .)→ H
2
∗ (N
′ ⊗A .).
Deux faisceaux cohe´rents sur P3A et plats sur A seront dits pseudo-isomorphes s’il existe
une chaˆıne de psi qui les joint :
N = N0 → N1 ← N2 → N3 ← · · · → N2p−1 ← N2p = N
′.
Remarques 2.2.
0) La condition 0) de 2.1 est automatiquement ve´rifie´e si les faisceaux N et N ′ sont
localement libres, ou si ce sont des faisceaux d’ide´aux ou si, plus ge´ne´ralement, on a
dpN ≤ 2 et dpN ′ ≤ 2. Dans tous ces cas en effet H0(N (n)⊗A .) et H0(N ′(n)⊗A .) sont
nuls pour tout n≪ 0, cf. 0.2. Dans la suite de cet article nous serons la plupart du temps
dans cette situation.
1) On peut inverser le sens des fle`ches dans la chaˆıne qui joint N et N ′.
2) Le compose´ de deux psi en est un autre.
3) Si N est un faisceau cohe´rent et si L est dissocie´, l’injection canonique N → N ⊕ L et
la projection canonique N ⊕ L → N sont des psi. Deux faisceaux stablement isomorphes
sont pseudo-isomorphes.
4) La relation de pseudo-isomorphisme est une relation d’e´quivalence.
Pour des faisceaux localement libres, on peut caracte´riser les psi par dualite´ :
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Proposition 2.3. Soient N et N ′ des faisceaux localement libres sur P3A et soit f un
morphisme de N dans N ′. Alors, f est un psi si et seulement si f∨ : N ′∨ → N∨ induit
1’) un isomorphisme de foncteurs H2∗(N
′∨ ⊗A .)→ H2∗ (N
∨ ⊗A .) et
2’) un e´pimorphisme de foncteurs H1∗ (N
′∨ ⊗A .)→ H1∗ (N
∨ ⊗A .).
De´monstration. Cela re´sulte de [H] 7.4 et de [AG] III 6.7.
b) Caracte´risation des psi.
La caracte´risation suivante des psi est fondamentale :
Proposition 2.4. Soit f : N → N ′ un morphisme de faisceaux cohe´rents sur P3A et
plats sur A. Alors, f est un psi si et seulement si il existe un faisceau dissocie´ L et un
morphisme p : L → N ′ tel que l’on ait une suite exacte
0→ S → N ⊕ L
(f,p)
−→N ′ → 0
avec S dissocie´.
De´monstration. Si on a suite exacte comme ci-dessus, il est clair que f est un psi (cela
re´sulte du fait que si L est dissocie´ on a Hi∗(L ⊗ .) = 0 pour i = 1, 2 et H
0
∗ (L(n)⊗ .) = 0
pour n≪ 0).
Inversement, supposons que f : N → N ′ est un psi. Il existe un entier n0 tel que,
pour n < n0, le morphisme H
0N (n) → H0N ′(n) est un isomorphisme. Comme N ′ est
cohe´rent, le module N ′ =
⊕
n≥n0
H0N ′(n) est de type fini sur RA. Soit L un RA-module
libre de type fini avec une surjection L → N ′ qui donne, sur les faisceaux associe´s un
morphisme surjectif p : L → N ′. Soit S le noyau de (f, p) : N ⊕ L → N ′. Il suffit de
montrer que S est dissocie´.
Montrons d’abord que le morphisme de foncteurs H0∗((N ⊕L)⊗ .)→ H
0
∗(N
′ ⊗ .) est
un e´pimorphisme. Soit Q un A-module que l’on re´sout par 0→ G→ F → Q→ 0 avec F
libre sur A. On a le diagramme commutatif de suites exactes :
H0∗ ((N ⊕L)⊗ F ) → H
0
∗ ((N ⊕L)⊗Q) → H
1
∗ ((N ⊕L)⊗G) → H
1
∗((N ⊕ L)⊗ F )ya yb yc yd
H0∗ (N
′ ⊗ F ) → H0∗(N
′ ⊗Q) → H1∗ (N
′ ⊗G) → H1∗ (N
′ ⊗ F )
Comme f est un psi, les morphismes c et d sont des isomorphismes. Par ailleurs, comme
F est libre, a est surjectif (pour n < n0 parce que H
0N (n)→ H0N ′(n) l’est, pour n ≥ n0
parce que H0L(n)→ H0N ′(n) l’est). Il en re´sulte que b est surjectif, comme annonce´.
Alors, le morphisme de foncteurs Hi∗((L⊕N )⊗ .)→ H
i
∗(N
′⊗ .) est un e´pimorphisme
pour i = 0, un isomorphisme pour i = 1 et un monomorphisme pour i = 2 et il en re´sulte
que Hi∗(S ⊗ .) est nul pour i = 1, 2. De plus, comme on a H
0(L(n)⊗ .) = 0 pour n≪ 0, il
re´sulte de la condition 0) de la de´finition des psi que l’on a H0(S(n)⊗ .) = 0 pour n≪ 0.
Cela montre que S est dissocie´ en vertu de [H] 7.9.
7
Remarques 2.5.
1) Une de´monstration analogue a` celle effectue´e ci-dessus montre que dans la de´finition 2.1
on peut remplacer la condition 0) par le fait que, pour n ≪ 0, le morphisme H0N (n) →
H0N ′(n) est un isomorphisme.
2) Soit f : N → N ′ un psi de faisceaux cohe´rents. La caracte´risation 2.4 montre que si N ′
est localement libre il en est de meˆme de N . En revanche, N peut eˆtre localement libre
sans que N ′ le soit, cf. 2.18.1. Cependant on a dpN ≤ 1⇐⇒ dpN ′ ≤ 1 car ces conditions
sont e´quivalentes a` la nullite´ de Ext iOP(N ,OP) pour i ≥ 2, cf. 0.1.
c) Faisceaux extravertis.
Proposition-De´finition 2.6. Soit N un faisceau cohe´rent sur P3A et plat sur A.
Posons N = H0∗N . Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
i) Ext 1RA(N,RA) = 0,
ii) Ext 1OP(N ,OP(∗)) =
⊕
n∈Z Ext
1
OP
(N ,OP(n)) = 0,
iii) H1∗N
∨ = 0 et Ext1OP(N ,OP) = 0.
Si on suppose, de plus, qu’on a dpN ≤ 1, ces conditions sont aussi e´quivalentes a` :
iv) H1∗N
∨ = 0 et N localement libre.
Un faisceau N cohe´rent sur P3A et plat sur A est dit extraverti s’il ve´rifie les conditions
i) ii) iii) ci-dessus.
De´monstration. Pour montrer l’e´quivalence de i et ii il suffit d’e´tablir l’e´galite´ :
Ext iRA(N,RA) = Ext
i
OP
(N ,OP(∗)) pour i = 0, 1, 2.
Cette relation est claire pour i = 0 et on obtient les autres cas par re´currence en utilisant
une suite exacte 0 → M → P → N → 0 avec P libre et en tenant compte de l’e´galite´
Ext iOP(P,OP(∗)) = Ext
i
RA
(P,RA) = 0 pour i = 1, 2.
Pour l’e´quivalence de ii et iii on utilise la suite spectrale des Ext dont la suite exacte
des termes de bas degre´ s’e´crit :
0→ H1∗N
∨ → Ext 1OP(N ,OP(∗))→ H
0
∗(Ext
1
OP
(N ,OP))→ H
2
∗N
∨
Il est alors clair que iii implique ii et que ii entraˆıne la nullite´ de H1∗N
∨. De plus, pour
n ≫ 0, on a HiN∨(n) = 0 pour i = 1, 2, donc aussi H0(Ext1OP(N ,OP(n))) = 0 ce qui
implique la nullite´ du faisceau Ext.
Le cas dpN ≤ 1 re´sulte de 0.2.1.
Remarque 2.7. La condition N extraverti ge´ne´ralise la condition usuelle H2∗N = 0 im-
pose´e aux faisceaux (localement libres) des re´solutions de type N sur un corps. En effet,
si on pose C = H2∗ (N ) on a, par dualite´, H
1
∗N
∨ = C∗(4) et C est nul si et seulement si
C∗ l’est, de sorte que la condition donne´e est bien e´quivalente a` la nullite´ de H2∗N .
Dans le cas des faisceaux extravertis les psi ne sont rien d’autres que les isomorphismes
stables :
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Corollaire 2.8. Soit f : N → N ′ un morphisme de faisceaux cohe´rents. On suppose
N ′ extraverti. Alors, f est un psi si et seulement si N et N ′ sont stablement isomorphes
via f .
De´monstration. Supposons que f est un psi (l’autre sens est e´vident avec 2.2.3). En
vertu de 2.4 on a une suite exacte 0 → S → N ⊕ L → N ′ → 0 et cette suite est scinde´e
parce que Ext 1OP(N
′,S) = 0 (c’est vrai pour S = OP(n) puisque N ′ est extraverti, donc
aussi pour S dissocie´).
Le lemme suivant va permettre de construire des faisceaux extravertis :
Lemme 2.9. Soit M un module de type fini sur RA. Il existe un module P dissocie´,
un module de type fini N qui ve´rifie Ext 1RA(N,RA) = 0 et une suite exacte : 0 → P →
N →M → 0.
De´monstration. On conside`re une couverture minimale P ′ → Ext 1RA(M,RA), ou` P
′ est
un RA-module libre gradue´. La composition des fle`ches :
RA → P
′ ⊗ P
′∨ → Ext 1RA(M,RA)⊗ P
′∨ → Ext 1RA(M,P
′∨)
fournit une extension de M par P
′∨, donc une suite exacte 0 → P
′∨ → N → M → 0.
Lorsqu’on la dualise, on obtient un cobord P ′ → Ext 1RA(M,RA) qui est l’homomorphisme
dont on est parti, donc qui est surjectif. Autrement dit, on a Ext 1RA(N,RA) = 0, et en
posant P = P
′∨, on a la suite annonce´e.
Proposition 2.10.
1) SoitM un faisceau cohe´rent sur P3A et plat sur A. Il existe un faisceau extraverti N et
un faisceau dissocie´ P et une suite exacte 0 → P → N
p
−→M → 0, de sorte que p est un
psi.
2) Si on suppose dpM≤ 1 (par exemple si M est localement libre sur P3A ou si M = JC
est le faisceau d’ide´aux d’une famille de courbes) le faisceau N est localement libre.
De´monstration. On conside`re le RA-module de type fini M =
⊕
n≥0H
0M(n). Le point
1) re´sulte aussitoˆt de 2.9 applique´ a` M .
Pour le point 2) on note que l’hypothe`se dpM≤ 1 impose Ext iOP(M,OP) = 0 pour
i ≥ 2, donc encore Ext iOP(N ,OP) = 0 pour i ≥ 2. Comme N est extraverti on a aussi
Ext 1OP(N ,OP) = 0 en vertu de 2.6 et il en re´sulte que N est localement libre (cf. 0.2.1).
d) Le lemme de Verdier.
Nous montrons ici un lemme qui permet de re´duire la longueur des chaˆınes de psi a`
deux. C’est un analogue du calcul de fractions introduit par Verdier dans [V].
Proposition 2.11. (Lemme de Verdier) Soient N ′ et N ′′ des faisceaux cohe´rents et
plats sur A (resp. localement libres sur P3A) pseudo-isomorphes. Il existe un faisceau
cohe´rent et plat sur A (resp. localement libre sur P3A) N et des psi : N
′ ← N → N ′′. De
plus, on peut supposer N extraverti.
De´monstration. Le re´sultat provient, par re´currence sur la longueur d’une chaˆıne de psi
joignant les faisceaux, du lemme suivant :
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Lemme 2.12. SoientN ,N ′,N ′′ des faisceaux cohe´rents et plats sur A (resp. localement
libres sur P3A) avec des psi f
′ : N ′ → N et f ′′ : N ′′ → N . Il existe un faisceau cohe´rent
plat sur A (resp. localement libre sur P3A) M et des psi g
′ :M→N ′ et g′′ :M→N ′′.
De´monstration. (du lemme 2.12) Vu la remarque 2.5.2, il suffit de traiter le cas cohe´rent.
Quitte a` ajouter a` N ′ et N ′′ des faisceaux dissocie´s on peut supposer qu’on a des suites
exactes 0 → S′ → N ′ → N → 0 avec S′ dissocie´ et l’analogue avec N ′′. On prend alors
pourM le produit fibre´ M = N ′ ×N N
′′ et on a le diagramme de suites exactes suivant :
0 0 0
↓ ↓ ↓
0 → S′ → N ′ → N → 0
↓ ↓ ‖
0 → M → N ′ ⊕N ′′ → N → 0yg′′ ↓ ↓
0 → N ′′ = N ′′ → 0
↓ ↓
0 0
On a ainsi le psi g′′ cherche´ et on proce`de de meˆme pour g′.
L’assertion sur extraverti re´sulte de 2.10.
Proposition 2.13. Soient N et N ′ des faisceaux extravertis. Alors N et N ′ sont
pseudo-isomorphes si et seulement si ils sont stablement isomorphes.
De´monstration. C’est clair avec 2.11, 2.8 et le fait que la relation d’isomorphisme stable
est une relation d’e´quivalence.
Dans le cas d’un anneau local, la structure de la classe d’isomorphisme stable est
particulie`rement simple :
Proposition 2.14. On suppose A local. La classe de pseudo-isomorphisme d’un fais-
ceau N cohe´rent et ve´rifiant dpN ≤ 1 contient un faisceau N0 localement libre, extraverti,
sans facteur direct dissocie´. Tout autre faisceau cohe´rent extraverti de la classe est de la
forme N0 ⊕ L ou` L est dissocie´. Le faisceau N0 est unique a` isomorphisme pre`s.
De´monstration. L’existence est e´vidente avec 2.10. Si N est un autre faisceau extraverti
de la classe, il est stablement isomorphe a` N0 par 2.13. On montre alors qu’il est de la
forme N0 ⊕ L en raisonnant comme dans [N] Proposition 2.3. (Dans [N] l’assertion est
donne´e dans le cas d’un corps, mais on la ge´ne´ralise au cas d’un anneau local en notant
que si on a un morphisme surjectif (f, f ′) :M ⊕M ′ → A de A-modules, alors f ou f ′ est
surjectif). L’unicite´ en de´coule aussitoˆt.
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e) Re´solutions de type E et N.
De´finition 2.15. Soit C une courbe de P3T . Une re´solution de type N (resp. E) de C
est une suite exacte de faisceaux sur P3T :
0→ P → N → JC → 0 (resp. 0→ E → F → JC → 0)
ou` P et F sont dissocie´s et ou` N et E sont localement libres.
De´finition 2.16. Soient r et r′ deux re´solutions de type N d’une courbe C. Un
morphisme r → r′ (resp. un isomorphisme) consiste en la donne´e de deux morphismes de
faisceaux u, v (resp. deux isomorphismes) rendant commutatif le diagramme suivant :
(r) 0 → P → N → JC → 0
↓
yu yv ‖
(r′) 0 → P ′ → N ′ → JC → 0
On a e´videmment une de´finition analogue avec les re´solutions de type E.
Remarques 2.17.
0) On notera que si on a une re´solution 0 → P → N → JC → 0 (resp. 0 → E → F →
JC → 0), avec N (resp. E) cohe´rent et P (resp. F) dissocie´, alors N ve´rifie dpN ≤ 1
(resp. E est localement libre). Cela re´sulte de 0.1 et de l’e´galite´ ExtiOP(JC,OP) = 0 pour
i ≥ 2.
1) Si 0 → P
u
−→N → JC → 0 est une re´solution de type N et L un faisceau dissocie´
quelconque on obtient une autre re´solution de type N en prenant :
0→ P ⊕ L
u⊕Id
−→N ⊕ L → JC → 0.
On a, bien entendu, une assertion analogue pour les re´solutions de type E.
2) Soit r une re´solution de type N : 0 → P → N → JC → 0 et soit un f : N
′ → N
un psi. En vertu de 2.4, il existe des faisceaux dissocie´s S et L et une suite exacte
0 → S → N ′ ⊕ L
(f,p)
−→N → 0. On en de´duit une re´solution r′ de type N : 0 → P ⊕ S →
N ′ ⊕L → JC → 0 et un morphisme de r′ dans r induit par (f, p).
3) Si on a des re´solutions de type N et E de JC les faisceaux N et E sont relie´s, avec les
notations de 2.15, par la suite exacte suivante : 0 → E → P ⊕ F → N → 0 (passer aux
modules et relever la fle`che de F dans IC en une fle`che de F dans N).
f) Lien avec les psi.
Proposition 2.18.
1) Soit C une courbe de P3A munie d’une re´solution de type N : 0 → P → N
p
−→JC → 0.
Alors p est un psi.
2) Si C est une courbe de P3A et Q une surface contenant C, le morphisme JC → JC/Q est
un psi.
3) Si on a deux re´solutions de type N de C les faisceaux N intervenant dans ces re´solutions
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sont pseudo-isomorphes. Si ces re´solutions sont extraverties (cf. 2.22) les faisceaux corres-
pondants sont stablement isomorphes.
De´monstration. Dans les deux cas 1) et 2) cela re´sulte de 2.4 : c’est clair pour 1) et,
pour 2), si Q est de degre´ s, on a la suite exacte 0→ OP(−s)→ JC → JC/Q → 0.
Si on a deux re´solutions de type N, les faisceaux N et N ′ sont tous deux pseudo-
isomorphes a` JC en vertu de 2.4, ce qui donne la premie`re assertion de 3). Le cas extraverti
re´sulte de 2.13.
Lorsqu’on a un morphisme de re´solutions le re´sultat suivant pre´cise 2.18.3 et vaut
aussi pour les re´solutions de type E :
Proposition 2.19. Soit C une courbe et ϕ : r → r′ un morphisme entre deux re´solutions
de type N (resp. E) de C. Alors le morphisme induit par ϕ sur les faisceaux N → N ′
(resp. E → E ′) est un psi (resp. le dual d’un psi).
De´monstration. Faisons le pour le cas du type N, l’autre est analogue. Cela re´sulte du
fait que, comme P est dissocie´, donc n’a ni H1 ni H2 on a des isomorphismes des foncteurs
H1∗ (N ⊗ .) ≃ H
1
∗ (JC ⊗ .) ≃ H
1
∗(N
′ ⊗ .) et un diagramme commutatif :
0 → H2∗(N ⊗ .) → H
2
∗(JC ⊗ .) → · · ·yϕ2 ‖
0 → H2∗(N
′ ⊗ .) → H2∗(JC ⊗ .) → · · ·
qui montre que ϕ2 est un monomorphisme de foncteurs.
g) Existence des re´solutions de type E.
Proposition 2.20. Soit C une courbe de P3A. Il existe une re´solution r de type E de
C. On peut supposer cette re´solution introvertie, c’est-a`-dire telle que E∨ soit extraverti.
De´monstration. On conside`re IC = H
0
∗JC . Soit F un RA-module libre avec p : F → IC
surjectif et soit E le noyau de p. Alors la suite de faisceaux associe´s 0→ E → F → JC → 0
est une re´solution de type E introvertie.
En effet, comme JC est plat sur A il en est de meˆme de E . De plus, dans chaque
fibre en t ∈ T , E(t) est localement libre, donc E est localement libre. Par ailleurs, E∨ est
extraverti car p est surjective.
Proposition 2.21. (Domination) Soient r1 et r2 deux re´solutions de type E de C. Il
existe une re´solution r de type E introvertie avec des morphismes r1 → r et r2 → r.
Les faisceaux E∨1 et E
∨
2 correspondants sont pseudo-isomorphes. Si ces re´solutions sont
introverties les faisceaux E1 et E2 sont stablement isomorphes.
De´monstration. Posons, pour k = 1, 2, (rk) = (0 → Ek → Fk → JC → 0) et soit Ik
l’image du module libre Fk dans H
0
∗JC de sorte que I1 et I2 sont contenus dans IC. Si
on prend un module libre F avec une suite exacte 0 → E → F → IC → 0 on ve´rifie
aussitoˆt que les inclusions des Ik dans IC se rele`vent aux suites 0 → Ek → Fk → Ik → 0
et fournissent les morphismes souhaite´s.
En vertu de 2.19 les faisceaux E1 et E2 sont pseudo-isomorphes. Le cas introverti
de´coule de 2.13.
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h) Existence de re´solutions de type N.
Proposition 2.22. Soit C une courbe de P3A. Il existe une re´solution de type N de C.
On peut supposer cette re´solution extravertie c’est-a`-dire telle que N soit extraverti.
De´monstration. Comme le faisceau JC est plat sur A et ve´rifie dpJC ≤ 1, cela re´sulte
de 2.10.2.
Proposition 2.23. (domination) Soient r1 et r2 deux re´solutions de type N de C. Il
existe une re´solution r de type N extravertie avec des morphismes r → r1 et r → r2.
De´monstration. En utilisant 2.11 et les remarques 2.17.1 et 2.17.2 on se rame`ne au cas
ou` les deux re´solutions sont extraverties avec le meˆme N et il s’agit de montrer qu’il
y a un morphisme de l’une dans l’autre. Comme on a Ext 1RA(N,RA) = 0, donc aussi
Ext 1RA(N,P ) = 0, puisque P est dissocie´, l’identite´ de IC = H
0
∗JC se rele`ve en une fle`che
de N dans N qui donne le morphisme cherche´.
i) Comportement des re´solutions par liaison.
Si C est une courbe de P3T , le faisceau dualisant relatif de C sur T est, par de´finition :
ωC/T = Ext
2
OPT
(OC ,OPT (−4))
et on a les re´sultats suivants (cf. [S], 3.2 et 3.3, voir aussi [BPS] et [JS]) :
1) Ext iOPT
(ωC/T ,OPT ) =
{
0 si i 6= 2,
OC(4) si i = 2.
2) Ext iOPT
(OC ,OPT ) =
{
0 si i 6= 2,
ωC/T (4) si i = 2.
Soit C1 une courbe de P3A, contenue dans une intersection comple`te D, de bidegre´
(s, t). On suppose qu’on a une re´solution de D comme en 1.2 (c’est le cas, par exemple, si
A est local) :
0→ OP(−s− t)→ OP(−s)⊕OP(−t)→ JD → 0.
Soit C2 la courbe lie´e a` C1 par D (cf. 1.4). Les deux propositions suivantes comparent les
re´solutions de C1 et C2 :
Proposition 2.24. Soit 0 → P → N → JC1 → 0 une re´solution de type N de C1. On
a une re´solution de type E de C2 :
0→ N∨(−s− t)→ P∨(−s− t)⊕OP(−s)⊕OP(−t)→ JC2 → 0.
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De´monstration. La me´thode est classique, cf. [PS] 2.5. Comme la fle`che H0∗N → H
0
∗JC1
est surjective, l’inclusion JD ⊂ JC1 se rele`ve en un morphisme des re´solutions. En dualisant
ce morphisme on obtient le morphisme de complexes suivant (en degre´s 1 et 0) :
(L.) N∨ → P∨
↓ ↓
(M .) OP(s)⊕OP(t) → OP(s+ t)
Les groupes d’homologie en degre´ 1 sont tous deux isomorphes a` OP et en degre´ 0 on
trouve respectivement h0L. = Ext
1
OP
(JC1 ,OP) ≃ ωC1/T (4) et h0M . = Ext
1
OP
(JD,OP) =
ωD/T (4) en vertu du rappel.
On conside`re la suite exacte 0→ JD → JC1 → JC1,D → 0. La de´finition de la liaison
donne un isomorphisme : JC1,D ≃ HomOP(OC2 ,OD) et, vu la re´solution de OD, ce faisceau
est encore isomorphe a` Ext 2OP(OC2 ,OP(−s − t)) = ωC2/T (4 − s − t). On a donc la suite
exacte
0→ JD → JC1 → ωC2/T (4− s− t)→ 0
qui, par dualite´ donne
0→ ωC1/T (4)→ ωD/T (4)→ OC2(s+ t)→ 0
en vertu des re´sultats de Schlesinger.
On conside`re alors le coˆne C . du morphisme L. →M . :
(C .) N
∨ → P∨ ⊕OP(s)⊕OP(t)→ OP(s+ t).
On a hiC . = 0 pour i ≥ 1 et la suite exacte d’homologie : 0→ h0L. → h0M . → h0C . → 0
montre qu’on a h0C . = OC2(s+ t), d’ou` la suite exacte
0→ N∨ → P∨ ⊕OP(s)⊕OP(t)→ OP(s+ t)→ OC2(s+ t)→ 0
et la conclusion s’ensuit.
Proposition 2.25. Soit 0 → E → F → JC1 → 0 une re´solution de type E de C1. On
suppose que le morphisme compose´ OP(−s) ⊕ OP(−t) → JD ⊂ JC1 se rele`ve a` F . Alors
on a une re´solution de type N de C2 :
0→ F∨(−s− t)→ E∨(−s− t)⊕OP(−s)⊕OP(−t)→ JC2 → 0.
De´monstration. L’existence du rele`vement e´tant assure´e, la de´monstration est identique
a` la pre´ce´dente.
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Remarques 2.26.
1) L’hypothe`se de l’existence d’un rele`vement dans 2.25 est ve´rifie´e si le faisceau E ve´rifie
H1∗E = 0, ou si on prend s, t > n0 ou` n0 est le plus petit entier au-dela` duquel on a
H1E(n) = 0.
2) On peut utiliser 2.25 pour donner des variantes de l’existence des re´solutions de type
N.
3) Il re´sulte de 2.25 et 2.26 et de 1.8 que, par biliaison, les faisceaux E et N sont invariants,
a` adjonction d’un faisceau dissocie´ pre`s.
3. Le the´ore`me de Rao.
a) E´nonce´s.
Dans ce paragraphe on suppose l’anneau A local noethe´rien et on notemA son radical.
Soient t le point ferme´ de T = SpecA et k(t) le corps re´siduel, qui sera suppose´ infini.
SoientH un A-module de type fini, H = H⊗Ak(t) le k(t)-espace vectoriel de dimension
finie obtenu par re´duction modulo mA et pi : H → H la projection canonique. Nous dirons
qu’une proprie´te´ P des e´le´ments de H est vraie pour h “ge´ne´ral”dans H s’il existe un
ouvert de Zariski non vide U du sche´ma affine associe´ a` H tel que P soit vraie pour tout
h ∈ pi−1(U). Puisque k(t) est infini, un tel ouvert a des points rationnels, et son image
re´ciproque pi−1(U), conside´re´e comme sous-ensemble du A-module H, n’est pas vide.
Nous donnons trois variantes du the´ore`me de Rao.
The´ore`me 3.1. Soient C et C′ deux familles plates de courbes parame´tre´es par A.
Alors, C et C′ sont dans la meˆme classe de biliaison si et seulement si JC et JC′ sont
pseudo-isomorphes, a` de´calage pre`s (i.e., il existe un entier h tel que JC et JC′(h) sont
pseudo-isomorphes).
The´ore`me 3.2. Soient C et C′ deux familles plates de courbes parame´tre´es par A,
munies de re´solutions de type N (resp. E), avec des faisceaux N , N ′ (resp. E , E ′). Alors,
C et C′ sont dans la meˆme classe de biliaison si et seulement si N et N ′ sont pseudo-
isomorphes a` de´calage pre`s (resp. si E∨ et E ′∨ sont pseudo-isomorphes a` de´calage pre`s).
The´ore`me 3.3. Soient C et C′ deux familles plates de courbes parame´tre´es par A,
munies de re´solutions de type N extraverties (resp. de type E introverties), avec des
faisceaux N , N ′ (resp. E , E ′). Alors, C et C′ sont dans la meˆme classe de biliaison si et
seulement si N et N ′ (resp. si E et E ′) sont stablement isomorphes a` de´calage pre`s.
b) De´monstration : condition ne´cessaire.
On suppose C et C′ dans la meˆme classe de biliaison.
Vu les de´finitions de la biliaison et des psi, on peut supposer qu’on passe de C a` C′
par une biliaison e´le´mentaire. On a alors une surface Q contenant C et C′ et un entier
h tels que l’on ait un isomorphisme JC/Q ≃ JC′/Q(h), de sorte que ces faisceaux sont
pseudo-isomorphes. On en de´duit que JC et JC′(h) le sont aussi par 2.18.2, d’ou` le sens
direct de 3.1. On en de´duit aussi, par 2.18.1, que les faisceaux N et N ′(h) de re´solutions
de type N de C et C′ sont pseudo-isomorphes, d’ou` 3.2 pour le type N et 3.3 pour le type
N extraverti re´sulte alors de 2.13. Pour les assertions sur les re´solutions de type E on lie
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C (resp. C′) a` C1 (resp. C
′
1) et on applique ce qui pre´ce`de a` ces courbes en utilisant 1.8 et
2.25.
c) De´monstration : condition suffisante.
Notons de´ja` que, quitte a` faire deux liaisons comme ci-dessus, on peut se contenter de
montrer 3.3 (ou 3.2) dans le cas des re´solutions de type N. On en de´duira alors 3.1 graˆce
a` 2.18.
On va montrer la proposition suivante :
Proposition 3.4. Soient C et C′ deux courbes de P3A admettant les re´solutions de type
N (ou de type N de´cale´e) suivantes :
0→ P → N → JC → 0 et 0→ P
′ → N → JC′(h)→ 0
ou` h est un entier et ou` le faisceau N est le meˆme pour les deux re´solutions. Alors, C et
C′ sont dans la meˆme classe de biliaison.
Il est clair que cette proposition implique la condition suffisante dans 3.3 ou 3.2. En
effet, si on a des re´solutions de type N extraverties de C et C′ avec N et N ′ stablement
isomorphes a` de´calage pre`s on obtient des re´solutions de type N avec le meˆme N comme
en 3.4 en ajoutant des dissocie´s, cf. remarque 2.17.1.
d) De´monstration de 3.4.
En passant aux sections globales on a les suites exactes de modules de´duites des
re´solutions ci-dessus :
0→ P
ϕ
−→N
p
−→IC → 0 et 0→ P
′ ϕ
′
−→N
p′
−→IC′(h)→ 0,
que l’on peut re´crire sous la forme :
0→ P ⊕ P ′
ψ
−→N ⊕ P ′
(p,−pϕ′)
−→ IC → 0 et 0→ P ⊕ P
′ ψ
′
−→N ⊕ P
(p′,−p′ϕ)
−→ IC′(h)→ 0
avec ψ =
(
ϕ ϕ′
0 IdP ′
)
et ψ′ =
(
ϕ ϕ′
IdP 0
)
ce qui nous rame`ne a` montrer la proposition suivante :
Proposition 3.5. Soient C et C′ deux familles de courbes avec des re´solutions de la
forme :
0→ P
t(ϕ α)
−→ N ⊕ L
p
−→IC(h)→ 0 et 0→ P
t(ϕ α′)
−→ N ⊕ L′
p′
−→IC′(h
′)→ 0
ou` P, L, L′ sont libres sur RA, ou` le faisceau associe´ a` N est localement libre et ou` la fle`che
ϕ : P → N est la meˆme pour les deux suites. Alors, on passe de C a` C′ par un nombre fini
de biliaisons e´le´mentaires.
De´monstration. (de 3.5) Elle proce`de par re´currence sur rangL = rangL′ et ne´cessite
plusieurs lemmes. Dans tous ces lemmes les hypothe`ses sur les modules P et N seront
celles de 3.5 : P est libre sur RA et le faisceau associe´ a` N est localement libre sur P
3
A.
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Si s est une section d’un faisceau F sur P3A on note s l’image de s dans F ⊗A k(t).
On pose R = RA ⊗A k(t).
Rappelons, cf. 1.6, que si on a une courbe C contenue dans une surface Q d’e´quation
Q, plate sur A, un entier h ≥ 0 et un e´le´ment H ∈ H0(P3,OP(h)) tel que la multiplication
par H, uH : OQ(−h) → OQ, soit injective dans la fibre ferme´e, on obtient une courbe C
′,
avec une biliaison e´le´mentaire triviale de C a` C′, en prenant pour OC′ le conoyau de uH et
qu’alors l’ide´al de C′ est HIC + (Q). La traduction de ce re´sultat est le lemme suivant :
Lemme 3.6. Soit C une famille de courbes admettant une re´solution :
0→ P
ϕ
−→N
p
−→IC → 0.
Soient a et h des entiers avec a > 0 et h ≥ 0 et soitQ ∈ H0(P3A,JC(a)) tel que Q 6= 0. Alors
la famille de surfacesQ de´finie parQ est plate sur A et il existeH ∈ H0(P3A,OP(h)) = RA,h
tel que H et Q soient sans facteur commun dans R. L’e´le´ment H permet de faire une
biliaison e´le´mentaire triviale de hauteur h sur Q et on obtient une famille de courbes C′
qui a une re´solution :
0→ P ⊕RA(−a)
ψ
−→N ⊕RA(h− a)
(Hp,Q)
−→ IC′(h)→ 0
avec ψ =
(
ϕ f
0 −H
)
ou` f ve´rifie p(f) = Q.
De´monstration. Puisque Q est non nul, Q n’est pas diviseur de 0 dans RA et la famille
de surfaces de´finie par Q est plate sur A. Il est clair qu’on peut trouver un H convenable.
Puisque H et Q n’ont pas de facteur commun, la multiplication par H : OQ(−h) → OQ
est injective dans la fibre ferme´e. On peut donc faire une biliaison e´le´mentaire triviale et
on obtient une famille de courbes C′ telle que IC′ = HIC + (Q). On e´crit alors Q = p(f)
avec f ∈ Na et on ve´rifie que IC′ a la re´solution annonce´e.
Le lemme suivant est le cas particulier de 3.5 ou` l’on suppose L et L′ de rang 1 et
de´tϕ non nul au point ferme´.
Lemme 3.7. Soient C, C′ des familles de courbes avec des re´solutions de la forme :
0→ P
t(ϕ α)
−→ N ⊕RA(−a)
p
−→IC → 0,
0→ P
t(ϕ α′)
−→ N ⊕RA(−a
′)
p′
−→IC′(a− a
′)→ 0
avec a′ ≤ a. Soit Q ∈ RA un de´terminant de ϕ (Q est un e´le´ment homoge`ne de degre´ a de
RA, de´fini a` un e´le´ment inversible de A pre`s). On a les proprie´te´s suivantes :
1) Les fle`ches p et p′ sont de la forme p = (σ Q) et p′ = (σ′ Q).
2) Si, de plus, on a Q 6= 0, on passe de C a` C′ par un nombre fini de biliaisons e´le´mentaires.
De´monstration. 1) En vertu du the´ore`me de Hilbert-Burch les fle`ches p et p′ sont donne´es
localement par les mineurs de t(ϕ α) et t(ϕ α′), donc sont de la forme annonce´e.
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2) Supposons d’abord qu’on a a′ = a. Puisque Q est non nul, la famille de surfaces Q
de´finie par Q est plate sur A. Les ide´aux IC/Q et IC′/Q ont alors tous deux une re´solution
de la forme
0→ P
ϕ
−→N → IC/Q → 0,
donc sont tous deux isomorphes a` Cokerϕ et on a un isomorphisme u : IC/Q → IC′/Q
c’est-a`-dire encore une biliaison e´le´mentaire de hauteur 0 qui passe de C a` C′.
Si a′ est < a on prend H ∈ H0(P3A,OP(a − a
′)) tel que H et Q soient sans facteur
commun et on effectue la biliaison e´le´mentaire triviale de hauteur h = a− a′ de´finie par Q
et H (cf. 3.6). On obtient une courbe C1 avec la re´solution donne´e par 3.6 :
0→ P ⊕RA(−a)
ψ
−→N ⊕RA(−a)⊕RA(−a
′)→ IC1(a− a
′)→ 0
avec ψ =

ϕ 0
α 1
0 −H
. On ve´rifie qu’on peut simplifier le terme RA(−a) pour obtenir la
re´solution :
0→ P
t(ϕ,Hα)
−→ N ⊕RA(−a
′)
(Hσ,Q)
−→ IC1(a− a
′)→ 0.
La conclusion re´sulte alors du cas a = a′ applique´ a` C′ et C1.
Nous abordons maintenant le cas Q = 0.
Lemme 3.8. Soit C une famille de courbes avec une re´solution de la forme :
0→ P
t(ϕ α)
−→ N ⊕RA(−a)
(σ Q)
−→ IC → 0.
On suppose qu’on a Q = 0.
Il existe b ∈ N tel que, pour (s,H,H ′, β) ge´ne´ral dans Nb×R2A,b−a×HomRA(P,RA(−a)),
les conditions suivantes sont re´alise´es :
(i) les images de de´t
(
ϕ s
α H
)
et de´t
(
ϕ s
β H ′
)
dans R sont non nulles,
(ii) H ′ et σ(s) +QH sont sans facteur commun,
(iii) il existe une famille plate C′ de courbes admettant la re´solution :
0→ P ⊕RA(−b)
ψ
−→N ⊕RA(−a)
2 → IC′(b− a)→ 0
avec ψ =

ϕ s
α H
β H ′
 et on passe de C a` C′ par un nombre fini de biliaisons e´le´mentaires.
De´monstration. Chaque condition e´tant “ouverte modulo mA” (pour (i) et (ii) c’est
imme´diat, pour (iii), cf. par exemple [MDP1] II 1.2), il suffit de ve´rifier se´pare´ment qu’elle
est non vide.
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Soient C la fibre de C au-dessus du point ferme´ et N le faisceau associe´ a` N . Remar-
quons d’abord que l’homomorphisme N → JC induit par σ n’est pas nul puisque C est une
courbe. En vertu du the´ore`me de changement de base il existe b > a tel que H0N (b) = Nb,
que l’homomorphisme H0N (b) → H0N (b) soit surjectif et que H0N (b) → H0JC(b) soit
non nul, donc il existe s ∈ Nb tel que σ(s) 6= 0. Le de´terminant de
(
ϕ s
α H
)
est e´gal
a` σ(s) + QH = F et n’est pas nul dans R puisque Q = 0. En prenant aussi β = α et
H ′ = H, on voit que la condition (i) n’est pas vide.
Soient s et H ve´rifiant (i). On choisit H ′ dans RA,b−a tel que F et H
′
soient sans
facteur commun (cf. 3.6) ce qui donne (ii) et on fait avec H ′ une biliaison e´le´mentaire
triviale de hauteur b− a sur la famille de surfaces de´finie par F . Le lemme 3.6 donne une
courbe C′1 admettant la re´solution annonce´e en (iii) avec β = 0. Pour β ge´ne´ral on a encore
une courbe C′. En vertu de 3.7, comme de´t
(
ϕ s
α H
)
est non nul, on passe de C′1 a` C
′
(donc aussi de C a` C′) par un nombre fini de biliaisons e´le´mentaires.
Nous pouvons maintenant prouver 3.5 dans le cas L = L′ = RA(−a).
Lemme 3.9. Soient C et C′ deux familles de courbes avec des re´solutions de la forme :
0→ P
t(ϕ α)
−→ N ⊕RA(−a)
(σ Q)
−→ IC → 0
0→ P
t(ϕ α′)
−→ N ⊕RA(−a)
(σ′ Q)
−→ IC′ → 0.
Alors on passe de C a` C′ par un nombre fini de biliaisons e´le´mentaires.
De´monstration. Si Q est non nul on applique 3.7. Sinon, il existe b ∈ N et (s,H,H ′, β)
dans Nb ×R2A,b−a ×HomRA(P,RA(−a)) qui ve´rifient les conditions du lemme 3.8 pour C
et pour C′.
Soit ψ (resp. ψ′) : P ⊕RA(−b)→ N ⊕RA(−a)2 donne´ par la matrice
ϕ s
α H
β H ′
 (resp.

ϕ s
α′ H
β H ′
).
Alors ψ (resp. ψ′) de´finit une famille de courbes C1 (resp. C′1). Puisque le de´terminant
de
(
ϕ s
β H ′
)
n’est pas nul dans R, on passe de C1 a` C′1 par une biliaison e´le´mentaire en
vertu de 3.7. Mais, d’apre`s 3.8, on passe aussi de C a` C1 (resp. de C′ a` C′1) par une biliaison
e´le´mentaire, d’ou` le re´sultat.
Il ne reste plus qu’a` terminer la de´monstration de 3.5.
On pose L = RA(−a1)⊕ · · ·RA(−ar) et L′ = RA(−b1)⊕ · · ·RA(−br) avec a1 ≤ a2 ≤
· · · ≤ ar et b1 ≤ b2 ≤ · · · ≤ br et on peut supposer ar ≤ br. Soient Q′1, · · · , Q
′
r les images
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des RA(−bj) dans IC′(h
′). On raisonne par re´currence sur r. Le cas r = 0 est e´vident.
Supposons l’assertion e´tablie pour r − 1.
1) Premier cas : On suppose qu’il existe i, j tels que ai = bj .
Soient αi et α
′
j les lignes d’indice i, j dans α et α
′. Il existe un homomorphisme
w : P → RA(−ai) = RA(−bj) tel que si on remplace αi (resp. α′j) par w dans α (resp. α
′)
le conoyau du morphisme est encore l’ide´al tordu d’une famille de courbes Γ (resp. Γ′). En
effet l’ensemble des w convenables est un ouvert non vide de Hom(P,RA(−ai))⊗Ak. Alors,
le lemme 3.9 montre que C et Γ (resp. C′ et Γ′) sont dans la meˆme classe de biliaison et
l’hypothe`se de re´currence montre qu’il en est de meˆme de Γ et Γ′, ce qui permet de conclure.
2) Deuxie`me cas : On suppose ar < br et l’un des Q
′
j non nul.
Comme on a bj ≤ br, quitte a` faire un changement de base dans L′ (ce qui ne change
pas ϕ), on peut supposer Q′r non nul.
On effectue une biliaison e´le´mentaire triviale sur la surface (plate) de´finie par Q′r,
de hauteur br − ar et on obtient une courbe C′′. En utilisant 3.6 et un raisonnement de
simplification comme celui utilise´ dans la preuve de 3.7, on voit que C′′ a une re´solution de
la meˆme forme que C′, avec le meˆme ϕ, mais ou` br est remplace´ par ar et on est ramene´
au premier cas (attention ar n’est plus ne´cessairement le plus grand des bj).
3) Troisie`me cas : On suppose ar < br et les Q′j tous nuls.
Soient C et C
′
les fibres ferme´es des familles C et C′. On a la suite exacte P
ϕ
−→N →
J
C
′(h′) → 0 et, avec la re´solution de JC(h) on en de´duit qu’on a une surjection JC(h) →
J
C
′(h′) ce qui n’est possible que si C = C
′
et h = h′. Mais alors, si on regarde les re´solutions
de C et C
′
obtenues par re´duction modulo mA, l’e´galite´ des cohomologies de C et C
′
montre
l’e´galite´ des ai et bi, ce qui est absurde.
Remarque 3.10. La preuve de la condition ne´cessaire est encore valide lorsque le corps
re´siduel k(t) de A est fini. En revanche pour la condition suffisante, les assertions
d’existence de la preuve de 3.4 utilisent l’hypothe`se que k(t) est infini. Si k(t) est fini,
la conclusion de 3.4 est vraie sur un anneau B local fini et e´tale sur A.
e) Liaison impaire.
Les re´sultats pre´ce´dents permettent aussi de donner un the´ore`me dans le cas de la
liaison impaire :
The´ore`me 3.11. On suppose A local. Soient C et C′ deux familles plates de courbes
parame´tre´es par A, munies de re´solutions de type N (resp. E), avec des faisceaux N , N ′
(resp. E , E ′). Alors, C et C′ sont lie´es par un nombre impair de liaisons e´le´mentaires si et
seulement si N et E ′∨ sont pseudo-isomorphes a` de´calage pre`s ou encore si et seulement si
N ′ et E∨ sont pseudo-isomorphes a` de´calage pre`s.
De´monstration. Supposons d’abord C et C′ relie´es par une chaˆıne de courbes C0 =
C, C1, · · · , C2n, C2n+1 = C′, dans laquelle on passe de Ci a` Ci+1 par une liaison e´le´mentaire.
Alors, on sait (cf. 2.24) que C2n admet une re´solution de type E dont le faisceau E2n est
N ′∨(−s − t). Comme C et C2n sont bilie´es en vertu de 1.8, il re´sulte de 3.2 que E∨ et
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N ′(−s − t) sont pseudo-isomorphes a` de´calage pre`s. Pour l’autre assertion on applique
2.24 a` C et C1.
Supposons maintenant, par exemple, N et E ′∨ sont pseudo-isomorphes a` de´calage
pre`s. On fait une liaison qui passe de C a` C1 (cf. 1.4). Alors, C1 a une re´solution de type
E avec pour E1 un de´cale´ de N∨ (cf. 2.24) et donc N pseudo-isomorphe a` E ′∨ (cf. 2.3).
Il re´sulte alors de 3.2 que C1 et C′ sont bilie´es, donc que l’on passe de l’une a` l’autre par
un nombre pair de liaisons e´le´mentaires (cf. 1.8), donc de C a` C′ par un nombre impair de
liaisons e´le´mentaires.
f) Cas de la dimension quelconque.
La de´finition des pseudo-isomorphismes se ge´ne´ralise comme suit dans le cas de la
dimension n ≥ 3 :
De´finition 3.12. Soient N et N ′ des faisceaux cohe´rents sur PnA et plats sur A et soit
f un morphisme de N dans N ′. On dit que f est un pseudo-isomorphisme s’il induit :
0) un isomorphisme de foncteurs H0(N (n)⊗A .)→ H0(N ′(n)⊗A .) pour tout n≪ 0,
1) un isomorphisme de foncteurs Hi∗(N ⊗A .)→ H
i
∗(N
′ ⊗A .) pour 1 ≤ i ≤ n− 2 et
2) un monomorphisme de foncteurs Hn−1∗ (N ⊗A .)→ H
n−1
∗ (N
′ ⊗A .).
Deux faisceaux cohe´rents sur PnA et plats sur A seront dits pseudo-isomorphes s’il existe
une chaˆıne de psi qui les joint :
N = N0 → N1 ← N2 → N3 ← · · · → N2p−1 ← N2p = N
′.
On ge´ne´ralise sans difficulte´ l’ensemble des de´finitions et des re´sultats ci-dessus et on
obtient le the´ore`me suivant :
The´ore`me 3.13. Soient C et C′ deux familles plates de sous-sche´mas de Pn (n ≥ 3),
de pure codimension 2, sans composantes immerge´es, parame´tre´es par l’anneau local A,
munies de re´solutions de type N (resp. E), avec des faisceaux N , N ′ (resp. E , E ′). Alors,
C et C′ sont dans la meˆme classe de biliaison si et seulement si N et N ′ sont pseudo-
isomorphes, a` de´calage pre`s (resp. si E∨ et E ′∨ sont pseudo-isomorphes, a` de´calage pre`s).
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